9. Die Analogie zwischen M echanik und Elektrodynamik - der Dualismusin-
nerhalb von Mechanik und Elektrodynamik

9.1 Die Analogie

Zwischen zwei physikalischen Gebieten besteht eine Anal ogie, wenn sich Grol3en deseinen Ge-
biets so auf Grofden desanderen abbilden lassen, dal3 die Beziehungen zwischen den Grélden des
einen Gebietsin richtige Beziehungen zwischen den Grofien des anderen Ubergehen. Esgibtin
der Physik mehrere solche Analogien. Wir beschéftigen uns hier mit einer Analogie zwischen
M echanik und Elektrodynamik. Die Grof3en, dieeinander entsprechen, sindin Tabelle9.1 aufge-
fahrt.

Die Erhaltungsgrofie p wird auf die Erhaltungsgrofie Q, die Energie auf sich selbst abgebildet.

Man sieht, dal3 man aus

_ Tabelle 9.1. Zueinander analoge GrofRen aus Mechanik und Elektro-
P =AvF q ;
ynamik
durch rein formales Ubersetzen
P=UI Mechanik Elektrodynamik
bekommt.
. . Impulsp elektrische Ladung Q

Betr‘?‘Chtet man ein Obj ekt Unte'j me- Kraft (Impul sstromstérke) F elektrische Stromstarke |
chanischen Gesichtspunkten, so inter- Geschwindigkeit v elektrisches Potential ¢
eren oft nur drel Eigenschaften: Geschwindigkeitsdifferenz Av elektrische Spannung Ag=U

. o Verschiebung Ar magnetischer Fluk N@
- seine Tragheit Energie E Energie E

. C Energiestromstérke P Energiestromstérke P
- seine Elastizitét g g

- sein dissipatives Verhalten.

Der Ingenieur realisiert diese drei Eigenschaften gern durch raumlich getrennte Bauel emente,
oder er zerlegt ein gegebenes System in Gedanken in Bauelemente, namlich in solche, die

- trége, aber starr und reibungslos,
- elastisch, aber masse- und reibungslos und
- dissipativ, aber starr und masselos sind.

Jedesdieser drel Bauelemente denkt er sich nochinsofernidealisiert, alsdie das Bauelement be-
schreibenden V ariablen auf sehr einfache Art miteinander zusammenhangen. Dieseidealisierten
Bauelementesind der M assenpunkt, die Feder und der Stolzdampfer. Diediese Bauelementecha
rakterisierenden Beziehungen sind:

Massenpunkt: p =myv

Feder: F =DAr

Stol3dampfer: Av = Rp F

Inder Elektrizitétslehreist die Situation analog. Auch hier zerlegt man ein Gebilde gernin Bau-
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elemente, unter denendrel eine besondere Rolle spielen: der Kondensator, die Spuleund der Wi-
derstand. Auch diese Bauelemente werden naherungsweise durch drei sehr einfache Beziehun-
gen charakterisiert:

Kondensator: Q=CuU

Spule: I =(N/L)®

Widerstand: U=RI. Tabelle 9.2. Zueinander analoge GroRen und Begriffe aus Mechanik
. ) ) und Elektrodynamik

Diese Bauelemente sind, wenn man die

Ubersetzungstabelle zu Grunde legt, _ _

. - Mechanik Elektrodynamik

den drei vorher genannten mechani-

schenanal og, undwir kbnnen damit un-

sere Ubersetzpngstabelle erweitern, Massenpunkt K ondensator

Tabelle 9.2. Die Liste der zueinander Masse (Impulskapazitét) m Kapazitét C

analogen GrolRen ist damit langst nicht Feder Spule

erschopft Ein besonders interessantes reziproke Federkonstante 1/D Induktivitat L

GroRenpaar stellen noch Drehimpuls | Stofdampfer Widerstand

(: 'm ulsmoment) und elektrisches mechanischer Widerstand R elektrischer Widerstand R
- Imp Viskositat (Impulsleitfahigkeit) n | elektrische Leitfahigkeit o

Dipolmoment dar.

9.2 Der Dualismus

Aulerdem existiert innerhalb der Mechanik eine Struktur, die wir Dualismus nennen wollen.
Wegen der Anal ogiezwischen Mechanik und Elektrodynamik hat auch die Elektrodynamik die-
seduale Struktur. Worum handelt es sich dabei ? Man verwandelt eine beliebige Anordnung aus
den vorher beschriebenen Bauelementen nach bestimmten Regeln in eine andere Anordnung.
AulRerdem bildet man Groéfen nach bestimmten Regeln auf andere Groféen ab. Die mathemati-
sche Struktur des alten Problems in den alten Grof3en ist dann dieselbe wie die des neuen Pro-
blemsin den neuen GroRen. Wendet man diesel ben Ubersetzungsregel n zweimal nacheinander
an, sokommt manzum alten Problem zurtick. In Tabelle9.3sind diesich entsprechenden Bauel e-
mente, physikalischen Grofden und "topol ogischen Regeln™ aufgefihrt.

Auch bei dem Dualismus spielt die Energie eine besondere Role: Sieist selbstdual. Obwohl zu
Tabelle 9.3. Zum Dualismusin Mechanik und Elektrodynamik

Mechanik Elektrodynamik
Bauelemente Massenpunkt < Feder Kondensator = Spule

StolRdémpfer = StoRdampfer Widerstand = Widerstand
Grofien p = Ar Q<= No

F o Av I = Ap=U

m < 1D C-L

Rp o 1/F2p R<1R=G

E-E E-E

PeP P-P
topologische Parallelschaltung = Reihenschaltung
Regeln Knoten < Masche
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dem Bauelement Widerstand das Bauelement Widerstand dual ist, entspricht der Gréie Wider-
stand deren Kehrwert, der Leitwert G.

9.3 Beispiel

Wir l6sen ein mechanisches Problem, zusammen mit seinem elektrischen Analogon, Abb. 9.1.
Diemechanische Version steht links, die el ektrischerechts. Danach |6sen wir die zu beiden Pro-
blemen duaen Versionen.

R

R [—41 }:]3
m { 2 Avo=comsT = cons
lO l n—'—_@ _T—C ) T Uo 1
— _; ,

a4

Abb. 9.1. Zwei zueinander analoge Systeme

Geschwindigkeitsdifferenzen bzw. elektrische Spannungen werden im Uhrzeigersinn gezahlt
(z.B. Avg =V, - v; oder U, = ¢, - ¢5). Der Index p am mechanischen Widerstand wird der
Ubersichtlichkeit wegen weggel assen. Wir wenden auf den Stromkreis die Maschenregel an:

AV, +Av, +Av, =0 ‘ U,+U,.+U_,=0
Mit
Av, =R OF v, U, =R U U, :
. 05— =mMAv . O =CU
p=mdv, 0F =ma, R " Q=C 0OV, 01 =CU.pR °
wird daraus
Av,+Av, + RmAV, =0 | Ug+U +RCU, =0
Die Losungen dieser Differentialgleichung sind:
-t -t
A, t)=-4v (1-e") ‘ U.t)=-U,d-eF)
Daraus kann die Zeitabhangigkeit anderer Grof3en der Stromkrei se berechnet werden.
-t _t
Av t)=-4v,-Av, (t)=-4v e ") U, t)=-U,-U_.t)=-U,eF)

t

v, _F;T U, o
F(t):_ﬁe |(t)=—R—e
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Wir nennen

Piota = Gesamtstéarke des Energiestroms von der Energiequelle (Motor bzw.
Batterie) zu Massepunkt bzw. Kondensator und Stolddampfer bzw. Widerstand

P,und P, = Stérke des Energiestroms zum Massepunkt bzw. zum Kondensator

Pr = Stérke des Energiestroms zum Stol3dampfer bzw. zum Widerstand.
Man erhdlt
Pou=@Qv, +Av JFt)=-AvF (t) P.u=U.+U ) t)=-UJ ()
Av? L u? v
— 0 A Rm — _0 A RC
- R °© "R °©
VAV S uz -t
— — — — C C
Pn=Av,(t)F ()= R € fMM(1l-e ™) P.=U_(t)l (t)—R—e F@d-e ™)
Vg —tiz Uo2 ‘;2
P.=4v t)F ()= R (e F) P, =U_(t) (t)=R—(eRC)
iﬂl’ P
In Abb. 9.2 sind Py, Prund Py (bzw. Pe) | o\ o
als Funktion der Zeit dargestellt. e\ Y
p&

Der Vergleich der linken Seite unserer Rech-
nung mit der rechten zeigt, dal3 man sich die T, baw. T
eine der beiden Rechnungen hétte sparen kon-
nen: Man erhdlt sie durch rein formales Uber-
setzen aus der anderen Seite. 2 :

baw
Rm

Abb. 9.2. Energiestromstérken a s Funktion der Zeit

Mit Hilfe der Ubersetzungsregel n des Dualismus verwandel n wir das Problem nun in ein neues,
Abb. 9.3.

Stromstarken (auch Impul sstromstérken) werden zum Knoten K hin positiv gezahit.

Wir wenden auf K die Knotenregel an:

K
7 A/D
G Fo=congt : To=const
‘ K /R L
LR 1@ ]
L= ‘ 1

S, P A

Abb. 9.3. Die Systeme sind zueinander analog, und zu denen in Abb. 9.1 dual.
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F0+FD+FR:O |0+||_+IR:O
Mit
N =F.R = LF U =IR=LI

R D D R L
wird daraus
F,+F, + == F_ =0 |+l +59 =0
0 D RD D 0 L R L=

Die Losungen dieser Differentialgleichungen sind:

Fo(t)=-F,(1-e") | t)=-1,1-e

)

Darausfol gt wieder die Zeitabhangigkeit anderer Grofzen. Wir fihren die Rechnung nicht weliter,
denn man sieht schon, wie die Sache lauft: Man erhélt die Gleichungenin diesem Beispiel Zeile
fiir Zeileaus denen desvorigen Beispielsdurch Anwendung der Ubersetzungsregeln desDualis-

mus.
Abb. 9.4 zeigt schliefdlich noch ein Problem einschliefdich seines el ektrischen Analogons und
seiner beiden dualen Versionen, das dem vorigen sehr ahnlich ist. Wir Uberlassen die entspre-
chende Rechnung dem Leser.

elektrische Version

mechanische Version

Original-
problem 21 AR
Y —ﬂ-—-—» o =comst
. ' )
/- m —] f“"“ ]
// 4 %
/ ———
. v L, - , 7. P /// <
duales
Problem - r"' —
{? Ug=const
’ R =
v
s A/D R Avo=const
S [
,/’/ % 2y . = Py ” // P //, //

Abb. 9.4. Ein mechanisches System mit seinem elektrischen Analogon, sowie die beiden dualen Systeme

9.4 M echanische M aterialkonstanten

Wir hattendrei verschi edenemechani sche Eigenschaften von K érpernausgemacht: die Tragheit,
beschrieben durch die physikalische Grofe Masse m, die Elastizitét, beschrieben durch die Fe-
derkonstante D und die Zahigkeit, beschrieben durch einen Reibungswiderstand Rp

Diedrei Grofen m, D und R, beziehen sich auf ein ausgedehntes Gebilde. Jede dieser Grof3en
bringt aber eine M aterial eigenschaft zum Ausdruck. Und diesedrei M aterial eigenschaftenlassen
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sich auch durch|okal e Grofen beschreiben, durch sogenannte M aterialkonstanten. In die globa-
len Grofenm, D, und Rp gehen auler den lokalen Materialgréf3en nur noch geometrische Gro-
3en ein.

Die Massendichte

Diedie Trégheit beschreibende lokale Groleist die Massendichte p. Man dividiert diein einem
Raumberei ch enthaltene Masse mdurch dasV olumen V des Raumbereichsund erhdt diemittle-
re Dichte. Wenn das Volumen des Raumbereichs klein ist gegen das Gesamtvolumen des be-
trachteten Systems, so |a3t man das Adjektiv "mittlere” weg und spricht einfach von der Dichte
"an der Stelle" des gewahlten Raumbereichs. Esist aso

_m
Ve
Der Elastizitatsmodul

Durch einen elastischen Stab der Lange | und der Querschnittsflache A flief3e ein Impul sstrom
der Starke F. Solange der Impulsstrom flief3t, ist der Stab um Al gegentiber seiner Normalléngel
verkurzt oder verlangert. Den Zusammenhang zwischen F und Al beschreibt das Hookesche
Gesetz:

F=DAl

Der Wert der globalen Grofe D, der " Federkonstante”, ist von den Abmessungen des Stabes ab-
héngig. D ist proportiona zur Querschnittsflache und umgekehrt proportional zur Langel:

A

I

Der Proportionalitétsfaktor E heil3t Elastizitdtsmodul des Materials. Er hdngt nur vom Material
des Stabes ab. Esist also

D=E

E = A4D
Die Viskositat

Diedasdissipative Verhaten von Materie beschreibendelokal e Grofie hatten wir schon kennen-
gelernt: Esist die Viskositét n. Mit der globalen Grolke Rp hangt sie zusammen Uber

T 7 AR,

Diehier gegebene Beschreibung desel astischen und dissipativen V erhaltensder Materieist stark
vereinfacht. Tats&chlich kann weder das eine noch das andere durch eine einzige Zahl beschrie-
ben werden. Einevollstandige Darstellung wiirde zeigen, dal3 sowohl Elastizitétsmodul alsauch
Viskositat sogenannte Tensoren sind. Tensoren sind mathematische Gebilde, zu deren Festle-
gung mehr als nur eine Zahl gebraucht wird. So ist der Elastizitétstensor durch 21 voneihander
unabhangige Zahlen bestimmt. FallsdasMaterial isotropist, reduziert sich diese Zahl allerdings
auf 2. Einedavon ist der gerade diskutierte Elastizitétsmodul, die andere bringt zum Ausdruck,
wie stark sich das Materia in der Richtung quer zur angelegten Kraft verformt.
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